4. 3axomn eenuxux bpojesa

4. 3AKOH BEJIMKUX BPOJEBA

Axcuomartcka neduHHUIMja BepoBaTHOhe He oxapel)yje HauMH Ha KOju he BepoBaTHOhe
cnydajHux norahaja Outm oapeheHe y HEKOM peaTHOM EKCIEepUMEHTY. 3aro Tpeba Hahwm
OJITOBOpP Ha THTamkE Ja JIM Ce M MOJ KOJUM YCIOBHMa, Ha OCHOBY pe3yiTara u3Bolema
EKCIIEpUMEHTa, MOXXE OJPEIUTH oJroBapajyha BepoBaTHOha MOCMATpPaHOT CIy4ajHOT
norahaja. OIroBop Ha OBO MHUTakE, BAXKHO y TEOPHUjH BEPOBATHONE M CTATUCTHIIM, J1a]y T3B.
3aKOHU BEIUKHX OpojeBa, 0 kojuma he OMTH peuu y MoTJiaBjby KOje CIEIH.

Hajnpe he Outm nerasbHuje omucanu bepHynujeBa IemMa HE3aBUCHUX ITOHABJbarbha
eKcriepruMeHara u ['aycoBa KpuBa, 0€3 KOjUX pa3BOj TEOpHje BEPOBATHONE M CTATUCTUKE HE
ou 6uo moryh.

VYV tpehem neny mornariba he Outu m3noxkeH bepHynujeB 3aK0oH BENIMKUX OpojeBa M
nata ¢popmynanuja bopen-Kanrenujepor 3akona.

Jlokamna u wHTErpanmHa Teopema Moap-Jlamnaca, 6e3 gokasa, Cy gaTe y 4e€TBPTOM
neny moritaB/ba. Ha ocHOBY oBMX TeopemMa moryhe je NpHONMKHO OIpEeIUTH OWHOMHE
BepoBaTHONe y ciy4ajy Kajaa cy BpeHOCTH Opoja N Benuke, a [lyacoHOBO pemieme 3a peTke
norahaje je 1aTo Ha Kpajy MorJiaBba.
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4.1. BEPHYJIMJEBA HIEMA HE3ABUCHUX ITOHABJ/BAIBA
EKCIIEPUMEHATA

N3y3eTHO BakHy yjory y TeOpHju BepoBaTHohe, WHEHO] MPUMEHHU M Pa3BOjy
CTaTUCTHKE, OJIUTpANa je jelHa Kiaca eKCIepuMeHara Mo3HaTHX 1ol UMeHOM bepuynujeeu
(Bernoulli) excnepumenmu wnu Kinaca HE3aBUCHHX I[TOHABJbaba EKCIICPUMEHTA.
OnpehuBame BepoBaTHOha ciyuyajHux ngorahaja Be3aHux 3a bepHynHMjeBe eKkciepUMEHTE
npeacTaBiba T3B. bepHy/mjeB mpoodsem.

[IpernocTaBUMO J1a j€ jeJjaH eKCIEepUMEHT Moryhie MOHOBHUTH HEOTPAaHHUYEHO MyTa.
[Ipu Tome ce mMuciau na je Moryhe OCTBapUTH HEOTPAHUYECHO ITyTa jeaH MCTH KOMIUIEKC
ycioBa. CBakM IMyT KaJ| C€ OCTBApW Taj KOMIUIEKC YCJIOBa, TOCMATpaHM ClydajHHu norahaj A
ce MOK€ OCTBapUTH WU He. Pe3ynrar ekcriepuMeHTa, PU TOME, Y JeIHOM MOHABJbaby HE
yTHYe Ha pe3ysiTaTe eKCIIEpUMEHTa Y OCTalluM MoHaBkakbuMa. Pehu hemo na cy nmonaBsbama
excriepuMmenTa Mel)ycooHo He3aBucHa. [lopen Tora, mpeamocraBha c€ Ja je Y CBaKOM
MOHABJbaKY EKCIIEPUMEHTa BepoBaTHOha ocTBapema norahaja A ucra.

HaBenumo Hekonuko npumepa TakBUX €KCIIEpUMEHATa.

Ilpumep 1. TlpaBunuu HOBumh ce Oama HEOTrpaHWYEHO TyTa M OCNEKU ce Opoj
MojaBJbMBama ,,iucMa’. Mojke ce mocMarpaTd Ja JId TOCTOjU TpaHW4YHA BPEAHOCT 3a
penatuBHy (GpPEKBEHIM]Y TOjaBJbUBama ,IMCMA” KaJl HEOrPaHMUYEHO pacTe Opoj Oarama
HoBuKha (MTOHaBJbaha EKCIIEPUMEHTA) U, YKOJIUKO IMOCTOjU, KOJMKO H3HOCH.

Ilpumep 2. Mamuna ayromaTcku oOpaljyje mpousBox ca BepoBaTHOhOM morpenrHe
obOpazne jemnakom P . Axo cey Benukoj cepuju oa 10000umun 100000komaa mojaBu BETUKH

Opoj HempaBwiIHO oOpahleHMX KoMaaa, Jla JU TO 3HAYUW Ja C€ TMOY3JaHOCT MAIllUHE
MIpOMEHMIA?

Ilpumep 3. 3Ha ce na je mel)y cBuM nopohajuma mporieHar Oau3aHala jeIHak p. AKo
Ce y JeIHO] KIWMHUIM Yy KOjy JoJla3ze mopoausbe m3abpaHe Ha ciydajan HaunH Hahe 1000
MOPOINJba, KOJUKH C€ MOXKE OUYeKHBATH Opoj Oyn3aHama?

Ilpumep 4. VYV cratuctuukom ckyny on N ememenara, 100 p% wuma oapeheno
cBojctBO, Mok mpeoctamux 100 (1- p)% Hema To cBojcTBO. Ha ciydajaH HauumH ce u3

IMOCMaTPaHOT CKyla OMpa jelaH eIeMEHT U OeJeKH ce Jla U OH MMa MOCMaTpPaHO CBOjCTBO
wi He. [Ipu ToMe ce TpeTnocTaBba Ja ce U3BJIaueHkhe BpIIHM ca BpahameM, Tj. CBAKH IyT Ce
M3BYUYEHHU €JIeMEHT Bpaha y mocmaTpaHu CKyII, Tla C€ MIOHOBO M3 IIEJIoT cKyna Oupa cienehu
eneMeHT. Mojke Hac 3aHMMaTH Ja oApeauMo BepoBaTHohy ma he mel)y N u3BydeHHX
elieMeHaTa OuTH TauyHO K ca mocMaTpaHuM CBOjCTBOM. Moye HAc, Ha MpUMeEp, HHTEPECOBATH
u BepoBaTHOha morahaja ma ce komumunuk K/n (permatuBHA (peKkBeHIHja TOjaB/bUBarbA
CIIEMCHTA Ca TIOCMAaTPaHMM CBOjCTBOM) pas3jiMKyje OJ P 3a HE BHIIC OJ jeIHOT YHAIpes

naror 6poja. CrienujaaHo HaC MOKEe HHTEPECOBATH YeMy he TexuTn KoaudHHUK K/N kama 6poj
W3BJIAYCHa N TEKU OECKOHAYHOCTH.

VY CBUM HaBeJCHUM IpPUMEpHUMAa OINUCAHM Cy €KCIIEPUMEHTH Yy KOjuMa ce IocMmarpa
ciy4yajHu orahaj A, Koju ce y jeTHOM H3BOhemy eKCIiepuMEHTa OCTBapyje ca BepoBaTHohoM
p u He octBapyje ca BepoBarHohom (=1- p. Huz He3aBUCHHMX NOHaBJbamkba TaKBOT

eKCIIepUMEHTa TpecTaBiba T3B. bepHynjeB eKCriepuMeHT.
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O3naunMo ca N Opoj MOHaBJbama MOCMATPAHOT eKcrepuMeHTa. HajjennoctaBHUU U
HajUHTEepecaHTHHjH TpobieM je oxapehuBame BepoBaTHohe na he ce y N moHaBJbama
eKCIiepuMeHTa nocMmarpanu jgorahaj A peanmusoBatu TayHo K myra. To 3Haum nma ce y
npeoctanux (N—K) mnonaBpama norahaj 4 uehe peammszomaru. [lpu tome je K jeman

onpehenn O6poj u3 ckyna 6pojesa {0, I, 2, ..., n}.O3naunhemo Ty BepoBatHohy ca Pn(K).

[lpe Hero mnpehemo Ha onpehuBame BepoBaTHOhe Pr(K) y ommrem ciydajy,
nocMaTpajmo cienehu npumep:

[IpernocTaBUMO J1a ce y jeZIHOj KYTHjH Hajla3u S cujaiuila U Ja je BepoBaTtHoha fa je
CHjaJiiIla UCIIPaBHA jelHaKa 3a cBe cujanuie u u3nocu 0,95.0apeaumo BepoBatHohy 1a ce y
KyTH]jU Hajla3e TaYHO TP MCIIPaBHE U JIBE HEHCIIPABHE CHjaUIIe.

Caydajuu norahaj A Koju mocMarpamo y rojeilMHauHOM H3Bohewmy ,eKcrepruMenTa”
je morahaj: ,,cujanuua je ucnpaBHa”, a cympoTtaH jnorahaj je A: ,,CHjaJIMIIa je HeucrpaBHa'.
IIpu tome je p= 095, g= 005, a Opoj moHaBBama EKCIEPUMEHTA j€ jeqHAK Opojy
cujanuua, Tj. N =5. Tpaxena BepoBarrHoha je Ps(3).

AKo 3a cBaky cujanuity npuapyxumo A uiaum A, onga he ce gorahaj ma mehy mer
cujanuia Oymy TpU HCIpPaBHE pealM30BaTH aKO C€ peajn3oBaja jeaHa oJ MoryhHocTH
MHcamka HU3a OJ1 TIET CJIOBHUX MECTa y KOjuMa je Ha 3 MecTa CJIOBO A, a Ha JiBa MeCTa CIIOBO

A.J eaHa o] MOTYhHOCTH je, Ha puMep, HU3
AAAAA.
BepoBarHoha n1a ce ocTBapu 0Baj HH3 j€ jeTHAKa
0,95[0,95[0,05[0,95[0,05= 0,95 (0,05,

jep cy norahaju y oBoMm HH3y He3aBUCHH. OBakBHX Moryhux Hu3oBa uma ykymnHo 10.To cy

1. AAAA A 6. AAAAA

2. AAAAA 7.AAAAA

3. AAAAA 8. AA A AA

4. AAAA A 9.AAAAA

5.AAA AA 10.A A AAA.

CBaku o7 OBHX HM30Ba MMa UCTY BepoBaTHONhY M OHa je jeTHaKa
0,95 [0,05".

HaBenenn Hu3oBu ce Mel)ycoOHO MCKIbYUY]y jep €€ y JeTHOM MaKeTy o1 S cujaauia
MOJKE peaTM30BaTH TA4HO jeaH O]l hHX.

JHedbunucanu norahaj na ce mehy 5 nzabpaHux cujanauiia Hajla3yu TaYHO 3 HEUCITPaBHE,
pemMa TOMe, peaju3yje ce KaJ ce peaii30Bao jelaH Of HaBEACHUX HU30Ba. 3aTO j€ HEroBa
BepoBaTHONA jeHaka 30upy BepoBaTHONhA CBAaKOT O] BbUX, Tj.

P,(3) =10[0,95' (0,05’ .
Ha cnivyan HauuH ce MOTY OApEIUTH U BepoBaTHOhe

P5(0), R (1), P5(2), B (4), P (5).
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ITocmaTpajmo, cana, ONIITH CiIy4yaj. AKO ce N IyTa NOHABJba €KCIIEPUMEHT, OAPEAUMO
BepoBarHoha j1a he ce norahaj A peanuzoBatu y K moHaBibama, a y npeoctainux (N —K) nehe.

CBakom u3Bohemy ekcriepuMenTa npunrcahemo cioBo 4 uian A, 3aBUCHO O] TOTa Ja
o ce gorahaj A peanmuzoBao wnu Huje. Ha Taj HaumH hemo, HU3Y OJ N TOHaBJbamba

eKCIIepUMEHTa MPUAPYKHUTH HU3 O N CIOBHUX MECTa, KOJU je cacTaBJbeH of cioBa A u A.
[Tocmarpanu norahaj he ce peanuzoBatu ako ce peanusyje Hu3 y kome he Ha K mecra 6utn

cIIOBO A, a Ha peoctanux (N —K) mecra A.
BepoBaTHOoha cBaKkor TakBOT HH3a je jeHaKa!
k qN—k
Pq
300r HE3aBUCHOCTHU norahaja.

Ca gpyre crpaHe, CBM TH HH30BU ce€ MehycoOHO HCKIbydyjy, jep jeaHOM
bepHynujeBoM ekcriepuMeHTy O N TOHaBJbaka OJroBapa TayHO jelaH O] THUX Moryhux
HU30Ba y KOojuMa ce mocMatpanu forahaj A peannszoBao K myra. TakBUX pa3sIuYUTHX HH30BA
MMa OHOJIMKO KOJUKO MMa MOTYRHOCTH Ja ce o1 N ciIoBHUX MecTa m3abepe K mecra Ha koja

ce cTaBJsba Ci10BO A, (Ha rmpeocTaia MecTa ce ctaBiba A ), a Taj Opoj je jeaHak:

Hus3 eeposammnoha:

2oe je:

— . k yn-k _ n! k ~n—k

je HM3 OMHOMHHUX BepoBaTHoha u npedcmasmwa eeposammnohe da ce y Bepnynujeeom
excnepumenmy dozahaj A peanuzyje mauno K nyma, npu uemy je k=0,1,2,...,n.

Bunomue Beposatohe P (k) mumajy mame Bpemmoctn 3a Bemmku Opoj Nn. Hexe

n

BpEHOCTH BepoBaTHohe 3a N=50 u p :% cy nare y Tabenu 4.1. Hajpeha BepoBaTHOha

jennaka je 0,1178. (3a n=50u p = 05, Hajeeha BepoBaTHOha je mama ox 0,08.) 13 Tabene
4.1.Bunu ce na OMHOMHE BepoBaTHONE pacTy /10 U3BECHE BPEHOCTH, a 3aTUM OI1a/1a]y.
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k | Pk | k| P(K
0,0001 | 17 | 0,1178
0,0033 | 18 | 0,1080
10 | 0,0157| 19 | 0,0910
12 | 0,0470| 20 | 0,0704
14 | 0,0879| 22 | 0,0332
15 | 0,1077| 25 | 0,0059
16 | 0,1178| 30 | 0,0001

Tabena 4.1. Bunomne seposamuohe 3a N=50u p = % .

3naun nga he ce 3a Heky BpegHocT K mobOutu HajBeha BpeaHOCT OWHOMHHX
BepoBaTHOha. MIHTepecyje Hac Koja je TO BpeJHOCT.

bunomue BepoBarHohe 3a ku (k +1) cy:
n -
P k = k o n-k
n (K) K=K p
n

— - k+1 o n—-k-1
Bk D) = D=k P ¢

BbuxoB konmuuHUK je Opoj
P(k+1) _n-kp
P(k) k+1q

(4.25)

Axo je oBaj komumuHuk Behum ox jeman, 3maumhe ga ca mopactoM K OuHOMA
BepoBaTHoha pacte. To he Outu cinyyaj kan je

n—kE21
k+1q
OJTHOCHO KaJ je
k<np-qg
3a
k>np-qg

konmyHKK (4.25)je Mamu o7 jemaH, mTo 3Ha4u na he 3a K >nNp — qOuHOMHE BepoBaTHOhE
OTajaTu.

Axo je (Np—Q) ueo Opoj, KOIMYHUK OWHOMHHMX BepoBaTHoha 3a (NPp-Q+1) u
(np — q) 6uhe jenHak
R(p-g+) _n-(np-0q) p
P.(np-q)  np-q+1 q
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OnHocHO
R(p-ag+d) _,
P.(np - q)
Ha 0CHOBY H3JI0KEHOT C€ MOYKE 3aKJbYUUTH
Axo Np—q Huje yeo 6poj, onoa je Opoj NOHABBARA ) KOJUMA ce peanusyje Clyuajan
odoeahaj A ca najeehom eeposamnohom, jeonax:
k=[np-q]+1
npu uemy je [ ] 03HaKa 3a Hajeehu yeo opoj xoju Huje éehu 00 NP —( .
Axo je Np—q yeo 6poj, onoa nocmoje 08e speonocmu K koje cy najeeposamnuuje, a
mo ¢y 8peOHOCmU:
k=np-q k+l=np-q+1

3a me spedonocmu, bunomne eeposammohe cy mehycobno jeonaxe, u 6ehe cy 00 ceux ocmanux
seposamuoha.
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42. TAYCOBA KPUBA

VY npuMeHH Teopuje BepoBaTHONE BETUKY yJIOry UMa (yHKIIMja TO3HATa M0J] KMEHOM
TI'aycosa kpusa (Gauss) wiu I'ayc- Jlannacosa kpuea (Laplace) xoja ce 4ecTo 30BE U 3aKOH
eeposamnuoha Hopmanne pacnooene.

TI'aycoea Kpuea je kpuBa nata QyHKIIH]OM
RS
2

(4.2)

1
Ax)=——e
Namr
Koja je nepuHICaHa 3a CBAKO peaHo X U3 MHTEpBaja (— o, + 00) .

Oysk1Mja ¢(x) je cumerpuuHa (yHKIHMja KOja MMa MakcUMyM y Tauku X =0.
MaxkcuMaaHa BpeJHOCT oBe (DyHKITH]E je

1. 0,3989.

A=

[IpeBojHe Tauke GhyHKIIH]jE GJ(X) cy Tauke X = *1 y kojuma (yHKIMja UMa BPETHOCT

[Topen Tora je

|
J
}

!
i
3 -2 ~1

Cnuxa 4.1. I'aycosa kpusa (zi(x)

[ToBpmmHa n3melhy kpuse (zJ(X) 1 oce X j€ jeHaKa HHTeTrpaity

Y Ma BPEHOCT JeTHAKY JETUHUIIH, Tj.
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1 X
— |e 2dx=1 (4.3)
Vol

Bpennoctn ¢dynkmmje (ﬂ(x) najy ce TabemapHO, Hajuemrhe 3a BpPETHOCTH X U3
uatepsana [0; 3,99].3a x = 3,99 ¢ynkuuja uma Bpearoct 0,0001, a 3a BpeaHocTH X Behe on
3,99 pyHkIHja (ﬂ(x) MMa Majie BpeTHOCTH KOj€ Cy MpakTH4HO jeaHake O.

Ha ocnoBy I'aycoBe kpuBe, nedunncana je T3B. pyHkuuja HopmasHe pacnoaene
GD(Z) YHyje Cy BPEIHOCTH JaTe TabelapHO M Koja CIyXH 3a oapehuBame moBpiimHe usmehy

KpHUBE (zJ(X) 1 0ce X Y HEKOM IPOM3BOJHHOM HHTEpBaty [a; b].

Jdedununuja 4.1. ®dynkuuja HopmasHe pacnojgesie CD(Z) Odepunucana je 3a c6aKo

z[ (— o, + 00) Jjeonauunom

®(z) = _Jz;qa(x)dx = % jwe_xzz dx

U npedCcmasba NOBPUIUHY usmehy Kpuge (a(x) u oce Xy uHmepseay (— 0, Z] .
I'paduuxym mpuka3 nmpexo moBpirHe QyHKIH]e (ﬂ(x) JaT je Ha ciunm 4.2.

2
Pro- L ez

\2t

)
»

| > X

Cnuxa 4.2. @ynkyuja Hopmanne pacnooen€ npuxkazana Kkao nospuiuna

Odynkiuja Hopmanue pacmopene GD(Z) je MoHOTOHO pactyha ¢yHKIMja KOja uMa

xopuzoHTaHe acumnToTre y=0, karax — - o, uy = 1, kana x — o . ['paduuku je mpukazana
Ha ciunu 4.3.

O

Cnuka 4.3. Qynxyuja CD(Z)

Bpennoctu ¢yHKIMje HOpMAJIHE pacrojese CD(Z) nare cy TabenapHO 3a MO3UTHUBHE
BpenHocTH Z. 300r cuMeTpuje ['aycoBe KpHBe, BaXH:

®(-2z)=1-9(2)
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IITO HUjE TEIIKO MPOBEPHUTH, HA OCHOBY neununmje (4.1).

VY Tabenama ¢pynkuuje Hopmanue pacnogene Hajuemthe cy 1ate BpeAHOCTH (PyHKIIH]je
3a z u3 unHtepBana [0; 3,49]. 3a Bpennoctu Behe on 3,49 dyHkumja @ mpakTHYHO MMa
BpeaHocT 1.

Ha 6u odpeouru nospwuny usmelly Iaycose Kpuse u oce X y npouzeobHOM
uHmepeany (a, b] KOpUCMUMO QyHKYujy CD(Z).Baofcu:

de ) ) CD(a)

" e
%0

Z
%

S\
]

Cauxa 4.4. Ilpuxaz nospuiune u ghynkyuje qa(z)

Hajuemnihe ce mocmaTpa cuMeTpuyHN HHTEPBAJ [— z, Z] . [loBpmmna u3mel)y byHkuje
(ﬂ(x) M 0ce X, y TOM HHTEpBAIIy JeTHAKA &

P= 2 qdx = 20(z) - 1.

1 2
o
Tako ce 1o6uja 1a je NOBPIIMHA Y UHTEPBATY (— 1 1] jenHaka:
P =0,6826= 683%,
a y MHTepBalLy (— 2, 2] )
P =0,9544= 954%,
JIOK j€ 32 MHTEpBaJ (— 3 3]

P=09974= 997%,

mto 3Hauu aa ce 99,7%ox ykymrae nospmuHe u3Mehy ['aycoBe kpuBe qp(x) U oce X, Hajla3u 'y
untepBaiy (-3; 3] 10k je uzBan tor uHTepBana ceera 0,03%re noppiuHe.
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43. BEPHYJIMJEB U BOPEJI-KAHTE/IMJEB 3AKOH
BEJIMKUX BPOJEBA

[TocmaTtpahemo bepHynujeBy ImeMy HE3aBUCHHX IIOHABJbaka CKCIEPUMEHTa ca
ciny4ajHuM aorahajem 4 1 BepoBaTHOhoM P peanuzanuje gorahaja 4 y CBakOM MOHABIbAY.

[Tocmatpajmo cnenehu nmpobiiem: Ako ce N nyma noHae.ba eKCnepumenm, 0a iu je
uzmeljy penamuene pexkeenyujoe ocmeaperna nocmampanoz oozahaja u eeposamuohe P
MOdHce youumu Heka 3a8UucHocm??

OxaroBop Ha mocTaBjbeHo mHTame gao je J. Bernoulli (1654-1705romuune) y
nmo3Harom geny ,Ars Conjectandi” o6jaBisernom 1713. romune. BepuynujeBe pesynrare
yoriutuo je Moasp (Abraham De Moivre) 1718romune, a 3atum je Jlammac (Pierre S.
Laplace) 1812roaune qa0 HajommTHjy GOPMYJIAIK]y OArOBOPa Ha MOCTABJHEHO MTUTAHE.

Pagum Oosper pasymeBama IpaBOT 3HAYCHa OBHX pE3yNTara, Pa3MOTPHUMO IIPBO
bepuynujeBy dhopmynarujy.

Oznaunmo ca X Opoj MoHaBJbamka EKCIIEPUMEHTa y KOjUMa Ce peain3oBao jaorahaj A.
AKo ce ekcrepuMeHT ToHOBH N myra X he y3eTu jeaHy BpeIHOCT W3 HHU3a Moryhux
BPEITHOCTH

{012...n}
Horahaj D ={X = k} je ciaydajuu ngorahaj koju ce y bepHyaujeBOM eKCIIepUMEHTY
peanu3yje ca BepoBaTHOhOM

P,(k)= P[X =K} =k,(+'_k), p g™ (4.41)

Konuunux

X (4.42)

n
Jje (bpexBeHnuja ocTBapewma norahaja A y N nyma nonoswenom excnepumenmy.

@pekBeHIMja ocTBapema fAorahaja A Moxe y3eTH jeAHy BPEIHOCT M3 HU3a Moryhux
BPEIHOCTH

o~ | X _ k| . . .
Horahaj D'=<— =—} je cny4ajuu gorahaj Koju ce y bepHynujeBomM ekcriepuMeHTy
n n

peanu3yje ca BepoBaTHOhOM maTtoM uspazom (4.41).
Wutepecyje Hac paznuka usmely ¢ppexsernuje (4.42)u BeposatHohe p. [Tocmatpajmo
ariCoJyTHY BPETHOCT T€ pa3IiuKe.

2 -p. (4.43)

n

"

10
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AKO EeKCIepUMEHT MOHOBUMO N myta, pasnuka (4.43)he y3eru HEKy BpPEIHOCT W3
unrepana [0; 1]. Ilra ce memaa ca pasnukoM Kaga ce moBehaBa Opoj MmoHaBIbamba
eKCIiepUMeHTa?

N3abepumo MpoOM3BOJPHO MajM TMO3UTHUBAaH Opoj € W mocMmarpajmo norahaj ma he
pasnuka (4.43)6utu Beha o Tora 6poja, Tj. mocMaTpajmo gorahaj

o- X

—~Pp
n

> 8} , (4.44)

W 0JIpeIMMO BepOoBaTHONY OCTBapema OBOT jorahaja y N moHaB/bakba EKCIIEPUMEHTA.
Horahaj D he ce octBaputu Kaj je

X >n(p+eé) (4.45)

WJTU KaJ je
X <n(p-¢) (4.46)
(Buau ciuky 4.1.).

0 2 - nfp-f R nip+€) . . . n X

Cruka 4.1.

BepoBarHoha porahaja nmaror wuspaszom (4.45) je jennaka 30upy OWHOMHHX
BepoBaTHOha

P{X >n(p+e} =3 R.() (4.47)
IIpU Y€MYy je I HajMambH 11e0 Opoj Koju je Behu o1 mpou3Boja n(p + 5) :
Moryhe je mokaszatu Ja je mocMaTpaHa BepoBaTHOha orpaHWYEHa ca TOPHE CTpaHe
TaKo J1a je
n(p+é&)+q
PIX>n(p+e)<Pir)—/—————. 4.48
(x> n(p+ e} <P()= 0 (4.48)

Kana Opoj moHaBsbama €KCIEpUMEHTa N HEOrpaHMYeHO pacTe, U3pa3 Ha JECHO]
crpanu (4.8)ocraje orpannyueH. U3 nedpununmje OMHOMHUX BepoBaTHOha ce 3aKJbydyje aa je:

limP,(r)=0,

Crnenu na je
limP{X >n(p+e&)}=0, (4.49)

n- oo

Ha cnuyan HayMH ce MOXKe YTBPAMTH Ja je TpaHMYHAa BPEIHOCT BepoBaTHoOhe
norahaja naror uspasom (4.46)rakohe jenHaka HynH, Tj. 1a je

lim P{X <n(p-¢)} =0. (4.50)

W3 naBeneHor cienu na je:
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Ocnose 6eposamuohe

—~Pp
n

lim P{ X

>£}=O,

Teopema 4.2. (bepuynujesa meopema). Beposammnoha 0a he ¢pexsenyuja
ocmeaperva dozahaja A oocmynumu 00 Fez208e eepogamuohe P 3a 8pedHOCm Mary 00
nPouU380/bHO Man02 Opoja &€ medcu jeOunuyu Kad Opoj NOHAGARA eKcnepumeHma N
Heo2panu4eHo pacme.mj.

OJaKIJIe CICaHU.

) X
lim P{lﬁ -plseg =1 (4.51)

Teopema 4.2. npeocmasma BepHy./ujeB 3aK0H BeJTUKUX OpojeBa.

AKo je Opoj moHaBJbama N JOBOJFHO BEJMKH, TEOpPEMa TBPIH Aa je€ CKOPO CUTYPHO Jia
he pasnuka penatuBHE (peKBEHLMje OCTBapema aorahaja A u mwerose BepoBaTHohe OHTH
POU3BOJHPHO Mana. To 3HauM Ja ce Ha OCHOBY peJaTWBHE (DPEKBEHIIM]jE MOXKE CKOpO ca
curypHoihy yTBpJUTH BepoBaTHOhA HEKOT ciy4ajHor jorahaja.

Tex kama je nokasaH oBaj 3aKoH, Ouio je Moryhe mnpuxBaTuTH IePUHHULIN]Y
eMIIUpHjCKe BepoBaTHOhe W Ha Taj HAYMH, EKCIIEPUMEHTAIHUM IyTeM, oxapehuBaru
BepoBaTHONe cityyajHHX jaorahaja.

OBaj 3aKOH OAMTPAO je MPEeCyIHy YJIOTYy Y pa3Bojy U MPUMEHHU Teopuje BepoBaTHohe,
OJTHOCHO Y Pa3BOjy CTaTHCTHUKE, j€p jé TeK HErOBUM JI0KAa3UBaKEM TOCTAJIO JACHO J1a TIOCTOje
3aKOHUTOCTH KOJI TI0jaBa U MpoIeca KOje HUCY AETEPMUHUCTUYKOT KapakTepa, Tj. KO/ MojaBa
U TIpolIeca CTOXAaCTHYKOT KapaKTepa.

Ca pas3BojeMm Teopuje BepoBaTHohe yTBpheHe cy M ommTuje Gopmyraluje 3aKkoHa
BenMkHX OpojeBa. Ca cTaHoBuInTa onpehrBama caMor mojMa BepoBaTHOhe U HEHE CYIITHHE,
MHTEPECAHTHO j€ YOIIITeHne Koje cy Aanu bopea u KanTteau u xoje je mo3HaTO 1o HA3UBOM
+JAKU 3AKOH 8eIUKUX Opojeea’, a TTacu.

Axo je X 6poj excnepumenma y kojuma ce cayuajru odocahaj A ocmeapuo,
seposamuoha oa he epanuuna epednocm gpexsenyuja ocmeaperba doeahaja A, kada ce 6poj
NOHAB/bAILA eKChepUMeHama HeocpaHuyeHo nogehasa, bumu jeonaxa eéeposamuohu P je
jeonaka jeounuyu, mj.

P{Ini[rl§ - =1 (4.52)

3akonu gatu m3pasuma (4.51)u (4.52) mormyHo onucyjy (GpyHIAMEHTaIHO CBOjCTBO
CIIy4ajHOCTH Koje je Moryhe mpoydaBaTu MpeKko BepoBaTHONe.
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4. 3axomn eenuxux bpojesa

44. MOABP-JIAIINTACOBO PEHIEILE BEPHY/IMJEBOI'
IHPOBJIEMA

VY pasmatpamuma bepHynujeBor ekcepuMeHTa U 3aKOHa BETUKUX OpojeBa OCTao je
HepeleH mpobjeMa u3pavyyHaBamba OMHOMHHMX BepoBaTHOha 3a Benuke BpeaHoctd N u K.
buio 61 mokespHO /1a ce yTBPAM HauMH NMPUOIIKHOT pauyHamka OBUX BepoBaTHONA, ajld Tako
na Oyne o0e30eheHa sxeJbeHa mpen3HOCT.

Pememwa 3a oBaj nmpoGieM npBu je 1ao Moasp 3a ciyyaj kana je p = 0,5, a 3arum je
Jlanmac TO pemieme YONIITHO M 32 IPOHM3BOJbHE BpenHoctu P. Ta pemewma nara cy y
Teopemama 4.3u 4.4.

Teopema 4.3. (Jlokanna meopema Moasp-/lannaca): Heka je eeposammnoha
ocmeapersa Hekoz doeahaja A y ceakom 00 N HE3A8UCHUX NOHABBLAIA JeOHO2 eKCnepuMenma
jeonaka p, (0 < p < 1), u Hexa je X 6poj nonasmara excnepumenma y Kojuma ce peaiu3o8ao
ooeahaj A. O3nauumo ca

P{X =k}

seposammnohy oa he ce docahaj A pearuszosamu K nyma.

Taoa je nHuz
npgP{ X =k} =/npqP, (k)
YVHUpopmHO Kongepeenmat 3a ceaxo K3za xoje ce
k-np
Pq

HANa3u y HeKOM KOHa4Hom unmepeany. Ilpu mome je

_1(k-np)*
2 npgq — k_an

" Jnpg

(4.38)

=]

(4.39) anﬁ?P(m

ﬁ\H

2oe je ¢hynxyuja ¢(X) Laycosa kpusa.
U3 Teopeme 4.3.HEMOCPEAHO CIEN:

Bunomne eeposamnohe Py(K) 3a 0060610 6enuko N umajy npubnusicre epeonocmu

1
(4.55) = AX).
vhpq
npu uemy je
(4.56) x=X=0p

v npq

A dynkumja ¢(X) ja ['aycoBa kpuBa
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Ocnose 6eposamuohe

X
2

(4.57)

(U(X):T

OJTHOCHO 3aKkoH BepoBaTHOoha Hopmanne pacnonerne.

[TpubnmxHe BpeAHOCTH OMHOMHUX BepoBaTHoha naTe mpeko ['aycoBe KpHuBe U3pa3oM
(4.55)cy 60spe mTo je N Behe. MelhyTum, 4ak 1 3a pelnaTHBHO Maje BPEIHOCTU N MPUOIIKHE
BPEIHOCTH CY JJOBOJHHO J100pa arpoKCcuMaIiyja.

Teopema 4.4. (Humeepanna meopema Moasp-Jlannaca). Hexa je X 6poj
NOHAB/KAILA eKCnepuMenma y Kojuma ce peaauzosao oozahaj A, a p eeposamnoha mwe2o60e
ocmeapersa y céakom nonasmsary, (0 < p < 1). Tada he seposamnoha da ce epednocm

X=-np
v pq

nahe y unmepsany (a,b] mesxcumu unmezpany

1 8 ¢ b
Ejede:j;a(x)dx

(4.58)

mj. maoa je
(4.59) lim P{a< Jip <b}——je de—jq(x)dx
e npq

WuTterpanna teopema Moasp-Jlamaca nma BeoMa HIMPOKY NMPUMEHY y oapehuBamy
BepoBaTHONA pa3nuuuTux gorahaja BesaHux 3a bepHynujeBy memMy HE3aBUCHUX MOHABJbaba
JEIHOT eKCIIEPUMEHTA.

Ha ocHoBy rpanmdHe BpemHocTH pAare y Tteopemu 4.4 MOXEMO MPUOIHIKHO
onpehuBaru 30upoBe OMHOMHUX BepoBaTHoha. Hamme, u3 (4.59) cnenu na je 3a 10BOJBHO
BEJIMKO N

X —np N
(4.61) P{a< o sb} j AX)dx

[Tomro je BepoBarHoha Ha neBoj crpanm (4.61) jeamaka 30upy oarosapajyhux
OMHOMHUX BepoBaTHONA, TO 3HAYH J1a j&

(4.62) Y Rk = Jb'qa(x)dx

npu uemy 36up uue mo K ox (np—a/npq) xo (np+by/npq).

Wuterpan Ha aecHoj crpanu (4.61)u (4.62) moxe ce oapeauTH Mpeko Tabdjwia 3a
byukuujy Hopmanue pacriogene ®(z). Beposataoha y (4.61)je mpuOImKHO jeHaKa

X=np - _
(4.63) P{a< \/@ < b} ®(b)-Pd(a)
Tj. 2 P.(K) = ®(b) - ®(a)
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4. 3axomn eenuxux bpojesa

45. IIYACOHOBO PEHIEIHE 3A PETKE JIOTI'ABAJE

OnpehuBame OmHomHux BepoBatHoha P,(K) y BepHymmjeBoj memMu He3aBHCHUX

MOHABJbaFhba CKCIIEPUMEHTAa HHj€ CACBUM JEJHOCTaBHO 3a Benuke OpojeBe N. Moasp-
JlammacoBa TeopemMa omoryhaBa ma ce mpuHOSMKHO OXpee TocMaTpaHe BepoBaTHOhe 3a
ciydaj Kajga NP u NPQ pacty U Kag N — oo,

MehyruMm, moctoje ciaydajeBu kama je Moasp-JlammacoBa ampokcumariyja
He3a/10BoJbaBajyha. 3a Te ciryuajeBe KOPUCTH C€ JeIMHA alpOKCUMAaIlfja Koja j€ MaTeMaTHIK!
MHOTO jeTHOCTaBHH]ja O MPETXO/IHE.

ITyacon je mao ¢gopMyiny Koja mpeacTaB/ba BeoMma J00PY alpoKCUMAIN]y OMHOMHUX
BepoBaTHOha 3a perke morahaje, Tj. 3a morahaje umja BepoBaTHOha peanuzaiyje y jeIHOM
n3Bohemwy je mana.

Osuaunmo ca A mMpou3Boj
A=np,
npu yeMmy je N 6poj moHaBJbama EKCIEPUMEHTa, a P BepoBaTHOha peanusanuje norahaja A 'y
CBaKOM IOHAaBJbakby eKCIepruMeHTa. Tana ce OMHOMHE BepoBaTHOhe
R.(K)
MOTY HalucaTH y O0JIHKY:

k
(4.74) im P (k) =%e‘”
W3pa3 (4.74)omoryhaBa aa ce U3BpIIH ampoKCUMaInja OMHOMHHX BepoBaTHOha.

AKO je N TOBOJAHO BENHMKO, a [P MaJyio, TaKo Ja je BPEAHOCT MpPOM3BOAa NP Maia
(np<10),Taga ce bunomHe BepoBaTHOhe MOTy MpHOIMKHO oapehuBaTh 1o hopMyIIH:
k

(4.76.) P (k) :%e‘” :

npu uemy je A =np.
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