Ekonometrijske metode Linearni statisticki modeli

2. LINEARNI REGRESIONI MODELI
2.1. Uvod

Osnovni problem u kvantitativnom opisivanju ekonomskih pojava je, kao §to je istaknuto
u delu 1., izbor promenljivih koje su bitne za Zeljeni opis 1 njihovo povezivanje u obliku
matematicke relacije. U opStem slucaju, relacije koje povezuju jednu promenljivu Y koja
se naziva zavisna (ili merena, posmatrana, ona koja se obja$njava) promenljiva, sa u
principu ve¢im brojem nezavisnih (ili kontrolisanih, objasnjavaju¢ih) promenljivih Xj , 1
=1,2,....k, putem relacije:

Y=7(X.5) (2.1)
gde su S parametri modela, se nazivaju regresioni modeli.

Najjednostavniji slucaj, koji ¢e se prvo razmatrati, je relacija koja povezuje jednu zavisnu
1 jednu nezavisnu promenljivu. Broj parametara u relacijama ovakvog tipa je obicno dva i
ovde ¢e se oznacavati sa a 1 3. Da bi se mogla definisati ovakva relacija potreban je:

a) skup {X,,Y;},j = 1,2,...,N parova koji ¢ine observacije vrednosti promenljivih, i to N
parova ukupno;

b) matematicki oblik relacije koja vezuje zavisnu i nezavisnu promenljivu i parametre o i

B:

Y=f(X,ap) (2.2)
gde veza moze biti linearna ili nelinearna bilo po promenljivama bilo po parametrima; i
c) statisticka ocena parametara o i 3 koji se pojavljuju u relaciji (2.2).

Zadatak ekonometrije je da statistickim metodama odredi ocenu parametara o 1 B u
relaciji (2.2), odnosno u opstem sluc¢aju parametara f3; iz relacije (2.1). Isto tako, zadatak
ekonometrije je da izvrSi testiranje relacije (2.1) ili (2.2) sa ocenjenim vrednostima
parametara u odnosu na realne podatke i1 na taj nacin doprinese blizem razumevanju
posmatrane ekonomske pojave.

Kad god se zeli oceniti jedna promenljiva Y u funkciji druge promenljive X, fakticki se
odreduje statisticka veli¢ina E(Y|X), koja oznacava uslovno matemati¢ko ocekivanje za
promenljivu Y, a za datu vrednost promenljive X tj.:

E(YX) = [y fOx)dy (2.3)
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gde f( y|x) oznacava raspodelu uslovnih verovatnoca za y pri datoj vrednosti x, za slucaj
kontinualne raspodele, i:

E(Y|X)=Zy,-f(y,~|xi) 2.4)

za slucaj diskretne raspodele.

Uslovno matematicko oc¢ekivanje (2.3) ili (2.4) je funkcija slucajne promenljive X i ta
funkcija se naziva regresija (ili regresiona kriva).

Na taj nacin, zavisna promenljiva Y se moze izraziti kao:
Y=EY|X)+¢ (2.5)

gde € oznacava slucajnu promenljivu koja obuhvata odstupanja koja nastaju zbog:
a) netacnosti u specifikaciji izraza za E(Y | X);
b) gresaka u odredivanju observacija promenljivih Y 1 X; i

¢) slucajnih elemenata svojstvenih svim pojavama sa prisutnim subjektivnim
faktorom.

Da bi se regresija (2.5) mogla prakti¢no koristiti za odredivanje ocene promenljive Y, a
za datu vrednost promenljive X, potrebno je uvesti neke pretpostavke o prirodi slucajne
promenljive €. Ove pretpostavke su kljuéne u odredivanju ocena parametara regresije,
kako sa stanoviSta metode koja se koristi za ocenjivanje parametara, tako i1 sa stanovista
njihove tacnosti. Posto se slucajna promenljiva € ne moze direktno meriti pretpostavljaju
se ili oblik raspodele po kojoj se ponasSa ¢ ili samo neki od karakteristicnih parametara
populacije, kao Sto su srednja vrednost, varijansa, kovarijansa i sli¢no. Tacnost u¢injenih
pretpostavki o karakteru slucajne promenljive & se proverava na osnovu slaganja
vrednosti Y dobijenih regresijom, sa vrednostima observacija za promenljivu Y.

Regresioni modeli kod kojih se uslovno matematicko ocekivanje (2.3 i 2.4) moze izraziti
kao linearna funkcija promenljivih Xj i parametara tj.:

E(Y|X)=a+pX (2.6)
za slu€aj jedne nezavisne promenljive, odnosno:

EY|X,, X,,..X,)=BX + B, X,+..+8.X, (2.7)
za slu€aj k promenljivih, ili:

Y=a+pX+¢ (2.8)
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odnosno:
Y =b X, +b0, X, +..4+b, X\, + E, (2.9)
se nazivaju linearni regresioni modeli.

Pored svoje analiticke jednostavnosti, linearni regresioni modeli su pogodni za opisivanje
ekonomskih pojava i iz slede¢ih razloga: (TINBERGEN, 1940)

1) Dobro je poznata matematcka istina da se skoro svaka funkcija moze aproksimirati
linearnom u dovoljno malom intervalu. Ova propozicija ne vazi jedino za izuzetne
funkcije koje obicno 1 nisu od prakti¢nog interesa.

2) Nije redak slu¢aj da linearna zavisnost i stvarno postoji u ponaSanju nekih pojava.

3) Takode, sasvim je prirodno poceti studiju neke pojave cineéi najjednostavniju
pretpostavku koja je saglasna sa opStom teorijom.

4) Osim navedenog u prilog opravdanosti linearnih modela govori i Cinjenica da je
zajednicka reakcija velikog broja pojedinaca linearnija od reakcija jednog pojedinca.

Isto tako, kao S§to ¢e se pokazati kasnije, izvesna klasa nelinearnih modela se moze
transformisati u linearni regresioni model.

Od svih metoda koje mogu koristiti za ocenu parametara linearnih regresionih modela
tipa (2.8) ili (2.9), metoda najmanjih kvadrata se najcesc¢e koristi i ovde ¢e se i1 najvise
razmatrati.

Pretpostavke o karakteru &

Metod najmanjih kvadrata se bazira na slede¢em skupu pretpostavki o karakteru sluc¢ajnih
odstupanja &:

1) Matematicko ocekivanje ili srednja vrednost odstupanja E; je jednaka nuli, tj.:
E(g)=0, i=12,..N

2) Varijansa odstupanja ¢; je konstantna, tj homoskedasti¢na:
V(ie)=S*, i=12,..N

Ako V(g ) nije konstantna, tad imamo heteroskedasti¢nost.

3) Kovarijansa odstupanja gj i g je jednaka nuli, tj. greSke nisu korelisane (ili
autokorelisane):

E(ge;,)=0, =L, N;j=1,...N; i#
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4) Odstupanje ¢ nije korelisano sa promenljivom X; tj.:

E(eX,)=0, i=12.,N;j=12,..k

Ova pretpostavka tvrdi da promenljiva X nije slu¢ajna promenljiva. Metod najamanjih
kvadrata se sastoji u minimizaciji sume kvadrata:

N
Q = Zelz =
i=l1

<5

)’ (2.10)

M-

(¥, -

l

gde Y, oznacava ocenjenu vrednost promenljive Yj, koja se dobija na osnovu regresionog
modela:

Y=a+bX (2.11)
za slucaj jedne nezavisne promenljive, ili:

Y, =b X, +b,X, +..+b X, i=12..,N (2.12)
za slucaj viSe nezavisnih promenljivih.

Veli¢ine a,b odnosno bj,b),...bj oznacavaju ocene parametara o, 3 odnosno B, B2, ...,

Bk » respektivno dobijene metodom najmanjih kvadrata, tj. minimizacijom sume kvadrata
(2.10).

Velié¢ina:
e, =Y -7 (2.13)

oznaCava ocenu slucajnih odstupanja g, ili drugim re¢ima razliku izmedu stvarne

A

vrednosti promenljive Y; 1 vrednosti ocenjene regresijom Y, i ponekad se naziva

1

rezidualom.

Vrednost metode najmanjih kvadrata u ocenjivanju parametara linearnih regresionih
modela lezi u cinjenici da dobijene ocene imaju osobine nepristrasnosti, minimalne
varijanse 1 konzistentnosti. Takode, uz dodatnu pretpostavku da su slucajna odstupanja €
data normalnom raspodelom, ocene dobijene metodom najmanjih kvadrata se poklapaju
sa ocenama dobijenim metodom maksimalne verodostojnosti, odnosno poseduju i ostale
"lepe" osobine ovih ocena.

U daljem tekstu ¢e se razmotriti detaljnije, koriS¢enje metode najmanjih kvadrata prvo za
slucaj linearnog regresionog modela sa jednom nezavisnom promenljivom, a zatim i za
slucaj sa viSe nezavisnih promenljivih.
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2.2. Linearni regresioni model sa dve promenljive

Najjednostavniji slucaj linearnih regresionih modela je model sa dve promenljive, tj.
jednom zavisnom i jednom nezavisnom promenljivom. U tom slu¢aju uslovno ocekivanje

E(Y|X) ima oblik:
E(Y|X)=a+pBX (2.14)

odnosno zavisna promenljiva se izrazava relacijom:
Y=a+pX+¢ (2.15)

Odredivanje regresije Y na X se svodi na nalazenje ocena a i b, parametara o 1 3, kao 1
reziduala ] koji predstavljaju ocenu odgovarajuéih vrednosti sluc¢ajnih odstupanja & u
datom uzorku koji Cine parovi observacija {Xj ,Yj}, j=12,...N gde sa N kao i dosad
oznacavamo ukupni broj observacija uzorka na osnovu kojeg ocenjujemo regresioni
model.

Pre nego $to se prede na primenu linearnog regresionog modela sa dve promenljive
preporucljivo je konstruisati dijagram zavisnosti (rasprSenosti). Dijagram zavisnosti se
konstruiSe u pravouglom koordinatnom sistemu, ucrtavanjem svih parova podataka (X,
Yi), 1= 1,2,...,N, pri ¢emu se na apcisu nanose vrednosti za nezavisnu promenljivu X, a
na ordinatu jedinice zavisne promenljive Y.

Iz dijagrama zavisnosti se moze se sagledati:

e Da li izmedu zavisne i nezavisne promenljive postoji veza;

e Ako veza postoji, da li je pravolinijska ili krivolinijska;

e Ako veza postoji i pravolinijska je, da li je direktna ili inverzna.

Primer: Dati su podaci o poslovanju jednog preduzeca koji se odnose na ostvareni profit
i izdatke za reklamu u prethodnih 10 godina.

Godina 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993

Profit 325 444 268 605 569 190 946 75 100 661
Izdaci za 51 47 44 50 56 45 71 38 52 61
reklamu

11
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Nacrtati dijagram zavisnosti profita u odnosu na izdatke za reklamu i na osnovu njega
utvrditi eventualno postojanje, oblik i jacinu veze izmedu promenljivih.

Resenje:
X - Izdaci za reklamu (nezavisna promenljiva);

Y - Profit (zavisna promenljiva);

00
aan
o0

Bon

=
¥

2.2.1. Ocenjivanje parametara metodom najmanjih kvadrata

U ovom slucaju, suma kvadrata (2.10) ima oblik:

N
Q=) (Y, -a-bX,) (2.16)
i=1
Minimizacija sume kvadrata (2.16) se vr$i u pogledu na parametre a i b i to
izjednaCavanjem odgovarajucih parcijalnih izvoda sa nulom, tj.:

Z_szle(Yi —a—bX,)(-1) =2(Na+bZN:Xi —ZN:Y,-):O
a i=1 A

i=1 i=l

0’,Q N N N N
= 22 —ambX ) X) =@ X +bY X = X Y) =0
pary i=1 i=1 i=1
(2.17)

odnosno:

12
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ﬁ: :Na+bZX
- N, (2.18)
D XY =a) X, +b) X}

Sistem jednacina (2.18) se naziva normalne jednacine i njegovim reSavanjem se dolazi do
ocena a ib. Tako se za b dobija:

DRIESRD N

b — i=1 t=lN i=12 lll
vy -(3x ]
i=1 i=1
N
XY, -XY
b=—tL
P> x X
i=l1
(2.19)
Ako definiSemo
N N
XX 2
X=- y=1l (2.20)
N N
tad na osnovu prve od normalnih jednacina (2.18) sledi:
Y=a+b-X (2.21)

odnosno, regresiona prava prolazi kroz tatku (X,Y) odredenu srednjim vrednostima
observacija X 1Y respektivno.

Jednacina (2.21) takode sluzi za odredivanje ocene a tj.:

4=V -bX (2.22)
Ocenjena regresiona prava je:

Y=a+bX (2.23)

Uvode¢i smenu promenljivih:

<>
Il
~H
|
~

x=X-X; y=Y-Y; (2.24)

13
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1 oduzimanjem (2.22) od (2.23) dobijamo:
y=bx (2.25)

pa se do ocene b moze do¢i minimizacijom sume kvadrata:

0= Z(yi _bxi)z
i=1 i N (2.26)
i_g = ZZ(yi _bxi)(_xi) ZZZ(xiyi _bxiz) =0
£,
ixiyi
b= i (2.27)

2
>

N
i=1

U sledecem ¢e se pokazati da su izvedene ocene za a i b metodom najmanjih kvadrata

najbolje nepristrasne ocene odgovarajuc¢ih parametara o i § linearnog regresionog modela
(2.14).

Dokaz da je b nepristrasna ocena :

Prvo pokazimo da je b nepristrasna linearna ocena parametra [3. Naime, iz relacije (2.27)
sledi:

N N N N
zxiyi inYi szi inYi
b — i=l — i=l _ i=1 — i=l
Yo Y Y Y
i=1 i=1 i=1 i=1
odnosno:
N
b= wY, (2.28)
i=l1
jer je
N
N N o N in
D ox :Z(Xi—X):ZXi—N%:O (2.29)
i=1 i=1 i=l1

14
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gde w;j oznacava

P (2.30)
i=1

Relacija (2.28) pokazuje da je b linearna kombinacija observacija Y; . Na osnovu
izloZenog sledi:

b= iwlYl iwi(ahBXi +¢&)) :aiwi +ﬂiwi)(i +ﬁ:wiei
j i=l i=1 i=1

i=1 i=1
ili:
N
b=p+Y we, (2.31)
i=1

jer je, na osnovu (2.29), (2.30) 1 (2.24):

I
—

M=
%

N
Zwi =0;

i=1 i=1

—ZWX XZW—ZW(X X) ZWX =
i=1 i=1 lez

i=

prema tome, matematicko o¢ekivanje dobijene ocene b je:
N N N
E(b)=E(B+Y we)=EB)+EQ we)=E(S)+2,w *E,)
i=1 i=1 i=1

odnosno, kako je po pretpostavci o karakteru slucajnih odstupanja E(gj ) = 0 sledi:
E(b)=p (2.32)

Na osnovu relacije (2.32) se zakljucuje da je b nepristrasna ocena parametra f3, ili drugim
re¢ima da je raspodela za b centrirana na vrednosti f3, te se zbog toga b zove i centrirana
ocena.

Na sli¢an nacin se dokazuje da je i:
E(a)=a (2.33)

tj. da je a nepristrasna linearna ocena za o.

15
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Dokaz da je b najbolja ocena
Da su ocene a i b parametara o i 3 respektivno, dobijene metodom najmanjih kvadrata 1

najbolje nepristrasne ocene, u smislu da od svih mogucih nepristrasnih ocena imaju
minimalnu varijansu, pokazace se na primeru parametra b. Naime, varijansa b je:

V(b) = E(b- )

Na osnovu (2.31) sledi:
N
V(b)=E((Q we))
i=1

odnosno, na osnovu pretpostavki:

V(e)=E(&)=0

E(g¢;)=0, i#]j

sledi:

V(b)= E(ﬁ wiel + 2iZ(Wi€i Yw,g;)) = ZN:E(wfgf) + 2ZN:Z(wiw,.)(gjgj) =

i=1 i#j i=l i#j

N 2 N N
= D> EW)E(})+2) E(ww)E(s,6)) = Y wiE(]) =0l ) W]
i=1 i=1 i=1 i=1
Kako je,

N

P
W, ==

i=1 2

X.

1

i=1
to se za varijansu ocene b dobija:

&

V(b) = (2.34)
X2

1

-

i=1

Da bi pokazali da je varijansa V(b) 1 minimalna varijansa, posmatrace se proizvoljna
ocena b' koja je isto nepristrasna odnosno linearna ocena u smislu da se moze izraziti kao:

N

b'=ZciY[

i=1

16
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gde su cj konstante koje se mogu izraziti kao:

ci=wj +dj

s tim §to je wj konstanta koja se srac¢unava na osnovu (2.30) a d; je proizvoljna konstanta.

N N N N
b'=>cla+pX, +e)=a) ¢+ By c.X, + ) ce,
i=1 i=1 i=1 i=l
Sli¢no dosadas$njem izvodenju se pokazuje da je:

E(bO) = aZN:ci +ﬂZN:ciXi
i=1 i=1

Prema tome, da bi b' bilo nepristrasna ocena parametra b, tj. da je:

E®')=p
mora da je:
N

ici:O 1 ZCZ.XI.:I

i=1 i=1

Sto je jedino moguce, na osnovu (2.35) 1 definiciji za wj (2.30), ukoliko vazi:

N N
dYd, =0 i > dX =0

i=1 i=1

jer je:

N N N N
D, =D w+d)=>w+>d =0
i=l1 i=1 i=1

i=1

N N N
ZCixl. :Z w,x, + Zdl.xi =1
i=1 i=1 i=1

Varijansa ove proizvoljne ocene b' je:

V) =EQee)) =00 ¢l

N N N N
= afZ(wl. +di)i2 = af,wa +0'3,de +2(7§Zwidi
i=l i=1 i=1 i=1

17
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Na osnovu (2.35) i ¢injenice da je:

N
Z wd, =0
i=1
sledi:
N
V)=V (b)+0. 3 d;
i=1
Kako je suma kvadrata

N
S
i=1
sigurno nenegativna, sledi da je uvek:

V(b')zV (D)

odnosno da je ocena b sa najmanjom varijansom od svih mogucih linearnih nepristrasnih
ocena.

Sli¢no, kao 1 u slu¢aju varijanse ocene b dobija se i1 varijansa ocene a:
V(a)=-"5—o, (2.36)

Takode, jednostavnim algebarskim transformacijama za kovarijansu ocena a i b dobija se:

E((a-a)b-p)= ;)—( o (2.37)

2
in

i=1

I za varijansu ocene a (2.36) se pokazuje da je minimalna u odnosu na sve ostale moguce
Inearne nepristrasne ocene za parametar a.

Kako u izrazima za varijanse ocena a i b, kao i odgovaraju¢em izrazu za kovarijansu,
figuriSe izraz za varijansu ¢lana koji opisuje slucajna odstupanja ¢ tj.:

Vie)= O-i

potrebno je izvrSiti njegovu ocenu. S obzirom da sluc¢ajna odstupanja ne podlezu
direktnom merenju odnosno nije moguce konstruisati skup observacija {¢,}, ocenjivanje

V(gj) odnosno & se moZe izvrsiti kao:

18
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>
ol = ;1_2 (2.38)
gde je:
Y, = X,B

Moze se dobiti:

Ocena (2.38) za o se dobija na osnovu ¢injenice da veli¢ine ej nisu linearno nezavisne

kao Sto su to veli¢ine €; . Naime, veli¢ine e su povezane sa 2 normalne jednacine tako da
imaju samo (N-2) stepena slobode. Drugim re€ima, uz pomo¢ (N-2) vrednosti ej 1 2
normalne jednacine moguce je sraCunati preostale dve vrednosti za e; , od ukupno N.

Primer 2.2.1. Za ilustraciju primene linearne regresije sa jednom zavisnom i jednom
nezavisnom promenljivom razmotrimo slu¢aj nekog proizvoda Y u zavisnosti od dohotka
X sa parovima observacija Y; , Xj datim u sledecoj tabeli sa N = 12:

Y 236 254 267 281 290 311 325 335 355 375 401 431

X 257 275 293 309 319 337 350 364 385 405 437 469

Na osnovu dobijenih podataka sledi:

iyi :3861;iX, =4200;ﬁ:)(f = 1516510;%‘)(!.); = 1394495

i
i=1 i=1 i=1 i=1

odnosno:
X =350,Y =321,75
Pa se za ocene parametara dobija:
b=0,9277 iz (2.19) a=Y —-bX =-3,0

pa je ocenjena regresiona prava:
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Y =-3,0+0,9277X
2.2.2. Koeficijenat korelacije i determinacije

Iz dosadasnje diskusije se moglo zakljuciti da je regresiona analiza mo¢no sredstvo za
studiju zavisnosti jedne promenljive od druge (ili viSe drugih). Medutim, u slucajevima
kad se ne moze utvrditi striktna zavisnost jedne promenljive od druge a ipak postoji
nekakva veza izmedu njih, u smislu da im se vrednosti promenljivih povezuju na neki
nacin, odnosno kako se to kaze da su vrednosti korelisane, kao stepen korelacije odnosno
povezanosti promenljivih koristi se takozvani koeficijenat korelacije. Prema tome,
regresiona analiza daje matematicku funkciju koja opisuje zavisnost dveju promenljivih a
korelaciona analiza daje jedan broj, koeficijenat korelacije, koji svojom veliCinom
odreduju meru te zavisnosti. Ocigledno je dakle, da regresiona analiza pruza viSe
informacija o ponasanju promenljivih 1 da se na osnovu njenih rezultata moze
zakljuc€ivati 1 o koeficijentu korelacije dok obrnuto ne vazi. U slede¢em ¢e se dati veza
izmedu koeficijenta korelacije 1 parametra regresije.

Pojam korelacije dveju promenljivih ilustrujmo na slede¢em grafiku.

<1

i
!

X1

S1. 2.3.

Kao mera stepena korelacije promenljivih Y i X moze se uzeti suma:

N
D Xy
i=1

jer ukoliko je ona pozitivna veéina tacaka se nalazi u I i Il kvadrantu sa Sl. 2.3., ukoliko
je negativna tad je vecina tacaka u Il i IV kvadrantu 1 ukoliko je bliska nuli tad su tacke
ravnomerno rasporedene po svim kvadrantima. Medutim, numeri¢ka vrednost gornje
sume zavisi od broja N tacaka kao i jedinica u kojima se mere vrednosti promenljivih, te

20
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je u izvesnom smislu proizvoljna i direktno nepogodna za meru korelacije. Zbog toga se
za meru korelacije uvodi takozvani Pearson-ov koeficijenat korelacije:

2 X, = X)(¥,=Y)

3

x[yi

o= N (2.47)
Ns_s S¢S,

g 2, - X)? 2 -Y)’
N N

gde su:

(2.48)

Na osnovu izraza (2.27) za parametar b linearna regresija i izraza (2.48) odnosno (2.47),
dobija se:

S}’
b=r— (2.49)
SX
jer je:
N s S s
p= o Ty Ty
SX SXSY SX Sx

Iz definicije regresione prave sledi da je:
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Vi = j}i te,
dakle

Y —Y=(Vi—Y)+ (Y~ Y1)

ili ako kvadriramo 1 sumiramo:

N N

Zyiz = Z)A}zz +iei2 +2i5}iei
i=1 i1

i=1 i=1

1 kako je, na osnovu (2.25):

N
Zj}iei =0
=1

dobijamo:

N

N N
Q=2
= i1

i=1 i

(2.50)

Iz relacije (2.50) se moze zakljuciti da se ukupna varijacija vrednosti promenljive Y oko

srednje vrednosti ¥ moze podeliti u dve komponente. Prva komponenta opisuje

varijacije ocenjenih vrednosti Y oko njihove srednje vrednosti Y=Y.O0va komponenta
se oznacava kao "objaSnjena" linearnim uticajem promenljive X. Druga komponenta je
takozvana rezidualna ili "neobjasnjena" wvarijacija Y koja se pripisuje slucajnim

odstupanjima.

Odnos "objasnjenog" dela i ukupne varijacije Y se odreduje kao:

(2.51)

1 naziva se koeficijenat determinacije i ustvari predstavlja kvadrat koeficijenta korelacije.

gxz NI
r2 =b2 =1 i

N , 2

S

[..2
r=Nr

Iz relacije (2.50) 1 (2.51) sledi:
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dakle,

gde je OV-objasnjeni varijalibilitet, NV-neobjasnjeni varijabilitet, UV-ukupan
varijabilitet;
odnosno zakljuCuje se da je maksimalna vrednost koeficijenta determinacije jednaka 1

odnosno da se koeficijenat korelacije kre¢e u granicama:

—1<r<+1

Na osnovu definicije koeficijenta determinacije vidi se da on predstavlja proporciju
varijacije promenljive Y objasnjenih regresionom pravom. Tako na primer, na osnovu
podataka iz primera 2.2.1. sraCunavamo:

3595,42

r= =0,9994
/3875,83-3339,02

odnosno koeficijenat determinacije ima vrednost:
r=0,9988

ili drugim reCima, regresiona prava odredena u primeru 2.2.1. opisuje (objasnjava)
99,88% varijacija datih podataka Y .

2.2.3. Statisticki testovi

Po dobijanju statistickih ocena parametara regresije potrebno je utvrditi u kojoj meri
ocenjena regresiona prava odgovara stvarnim podacima. Testiranje pouzdanosti regresije
se obavlja na osnovu tri tipa informacija koje odreduju efikasnost regresionog modela.

1) A priori informacije Cine teorijska ili, iskustvena znanja koja se poseduju o datoj
pojavi koja se objaSnjava regresionim modelom. Ekonomska teorija je glavni izvor ovih
znanja. Ove informacije se odnose pre svega na znak i red veliCine parametara. Na
primer, ukoliko je poznato da pozitivne promene nezavisne promenljive uvek dovode do
pozitivnih promena zavisne promenljive, a regresionom analizom se dobija negativna
vrednost parametra b, ocigledno je da dobijena regresiona prava loSe objasnjava
zavisnost promenljivih.
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2) Direktnim poredenjem stvarnih vrednosti promenljive Y sa ocenjenim vrednostima
Y =a+ bX moze se direktno zakljucivati o kvalitetu regresione prave.

3) Takode je moguce koristiti razne statisticke testove koji odreduju intervale poverenja
parametara kao 1 definiSu znacajnost odredenih hipoteza. U ovom delu ¢emo se
pozabaviti statistickim testovima kvaliteta regresije.

Da bi se mogli sprovesti statisti¢ki testovi potrebno je pretpostaviti normalnost raspodele
slu¢ajanih odstupanja € ¢ime se imlicira i normalnost raspodele regresionih parametara.

Prema tome, u slucaju parametra a imamo da je on raspodeljen kao:

a: N(a,V(a)) (2.52)
gde je varijansa V(a) data izrazom (2.36).
Onda je:

(a-a)

zZ =

(2.53)

VV(a)

raspodeljeno kao:
z : N(0,1)
Medutim, kako u izrazu za V(a) figuride nepoznata varijansa o’ uvodi se promenljiva:

2 (N_Z)Uez
yo=— ‘¢

2
o

&

(2.54)

koja ima y* raspodelu sa (N-2) stepena slobode tj.:

Vi (N =2)

pa promenljiva:
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(2.55)
ima Student - ovu t raspodelu sa (N-2) stepena slobode, t;.:
t:t(N-2)
b o
t = e, Viby=—"*— P>t} =«

NZO S X -N¥

i=1

't|:| t|:|

Napominje se da se ovim transformacijama eliminisala nepoznata varijansa o’ i dobila
test funkcija koja zavisi jedino od observacija X i Y 1 hipoteticke vrednosti parametra o.

Hipoteza da je vrednost parametra a=0 se proverava sraCunavanjem vrednosti t() iz izraza

(2.55) sa a=0. Pretpostavljaju¢i nivo znacajnosti 1 1 nalaZzenjem odgovarajuce vrednosti

t,, iz tabele t raspodele sa (N-2) stepena slobode, dvostrani test hipoteze se formuliSe

kao:
a) ako je: |t| >t,, hipoteza se odbacuje
b) ako je: |t| <t,, hipoteza se usvaja.

Cesta je praksa da se kao znacajni parametri, tj. oni koji su dovoljno razli¢iti od nule,
uzimaju oni &ije je |1 > 2,0.

Interval poverenja sa granicama poverenja od 100(1-1/2) procenata za parametar o je:
axtt,\V(a) (2.56)

Analogno se izvodi i statisti¢ki test parametra b i za odgovarajuéi interval se dobija:
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bxt,V(b) (2.57)

U izrazima (2.56) i1 (2.57) odgovarajuée varijanse se sracunavaju sa ocenjenom vrednosti
za varijansu sluc¢ajnih odstupanja, tj. o.

Tako, u primeru 2.2.1. imamo:

o HT0_, s
V(a) = 3,49
V(b) = 0,0098

Sa nivoom poverenja od 95% (n = 0,05) zakljucuju se da se prava vrednost parametra
nalazi u intervalu:

a=-3,0+2,228-0,010

Kako ovaj interval ukljucuje i vrednost 0 sa poverenjem od 95% se moze zakljuciti da se
prava vrednost parametra a ne razlikuje zna¢ajno od nule.

Isto tako 95% interval poverenja za parametar b je:

$=0,928+2,228-0,010

Navedeni testovi su se odnosili na nezavisno testiranje parametara. Medutim, moguce je
izvrsiti zajednicki test oba parametra uvodenjem kvadratne forme:

Q=%(N(a—a)2+2N)_((a—a)(b—ﬂ)+ﬁ:)(i2(b—ﬂ)2)

koja ima »* raspodelu sa 2 stepena slobode. Na osnovu ¢injenice da (2.54) ima y°
raspodelu su (N-2) stepena slobode sledi:

CHENNITS

ima Fisher-ovu F raspodelu sa 2 i (N-2) stepena slobode. U izgrazu (2.58) potire se
nepoznata varijansa o~ te ostaju nepoznati samo parametri o i 8. Na sli¢an nacin kao i u
dosada$njim testovima, koriste¢i tabelu F-raspodele za dati nivo znacajnosti 1 se moze
proveriti vaznost hipoteze a=0( t =By zamenom ovih vrednosti u (2.58) i ukoliko
dobijena vrednost F je veca od tabli¢ne vrednosti Fn hipoteza se odbacuje. S obzirom da
se zajednicki testiraju dva parametra za interval poverenja se ustvari dobija elipsa.
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Test ocenjene vrednosti o se izvodi koristeéi y* raspodelu i za granice poverenja za
varijansu slu¢ajnih odstupanja o”. dobijamo:

-2 _

2 2

(N-Do, (2.59)

2.2.4. Analiza varijacija

Dalja provera pouzdanosti regresionog modela se moze izvrsiti analizom varijacija a na
osnovu rezultata izrazenog jednac¢inom (2.50). Naime, pokazuje se da veliCina:

N

(b—p) 3 x!

i=1

(N -2)

i=1

F =

(2.60)

N

(b_ﬂ)zz ‘xi2
_ —

e

ima Fisher - ovu raspodelu sa (1, N-2) stepeni slobode. Uz pomoc¢ izraza (2.60) se moze
testirati vaznost hipoteze da ne postoji linearna veza izmedu promenljivih Y 1 X tj. da je
B=0. Tacnije, sracunavajuci izraz (2.60) stavljaju¢i =0 dobija se vrednost F koju za dati
nivo znacajnosti | poredimo sa tabliénom vrednosti Fy 1 hipotezu odbacujemo u slucaju

F>Fy.
Za =0 izraz (2.60) ima vrednost:
9
F= CF
Q2 1,LN-2
(N-2)
(2.61)
N
b’ Z x;
- —:2
gde je:
N
0 =b Z x; "objasnjena" suma kvadrata
i=1
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t.

=
M=
=

0, :zYiz —a

i=1 i=1 i=1

Znacajnost regresije — F-test:

H, :p=0

P{F>F}=a
H :p+#0

Fo

Uobicajena praksa je da se rezultati ovih sraCunavanja daju u

varijacija koja ima oblik:

"neobjasnjena" suma kvadrata.

kriti¢na oblast C, = (F,+)

obliku tabele analize

Izvor varijacija Suma kvadrata

Broj st. slobode

Srednja vrednost

X Q1 1 Q1
€ Q2 N-2 Q2/(N-2)

Total Q1+tQ2 N-1

Na osnovu podataka iz primera 2.2.1. imamo:
Izvor varijacija Suma kvadrata Broj st. slobode Srednja vrednost

X 40021,86 1 40021,86
€ 44,8 10 4,48

Total 40066,66 11

F(1,10) = 8933,5
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2.2.5. Svodenje nekih nelinearnih na linearni model

U celokupnom dosadas$njem izlaganju razmatrali su se samo linearni modeli. Sasvim je
izvesno da postoje i1 druge veze po kojima promenljiva Y zavisi od X. Neke od njih pe u
ovom poglavlju biti diskutovane, kao Sto ¢e se i pokazati da standardna regresiona
procedura vrlo Cesto se moze iskoristiti 1 u slucaju nelinearnosti. Naravno u mnogim
slucajevima to nije moguce. Da bi se to sve 1 pokazalo, po¢i ¢e se od dva primera i
uporediti ih sa osnovnim linearnim modelom:

Y=a+pX+¢
Prvi primer: Y = a+ X" + &
Drugi primer: ¥ = X’¢

Jasno je, da je u oba primera veza promenljivih Y 1 X nelinearna, ali postoje znatne
razlike u tim nelinearnostima. Naime, u prvom sluc¢aju nelinearnost je u promenljivoj X,
dok su parametri o i 3 prikazani na linearan nacin, tako da se tehnike objasnjenje ranije
mogu 1 ovde primeniti. Za drugi primer nelinearnost je u parametru B, odnosno u
parametru koji treba da se ocenjuje, pa problem postaje znatno sloZeniji. Tu se pokuSava
iznaci takva transformacija, koja ¢e problem prevesti u linearni domen, kada se mogu
primeniti ve¢ razvijene metode.

A) Slucaj nelinearnosti u promenljivoj a ne i u parametrima

Kao primer ovakvog slucaja, predpostavimo model oblika:
Y=a+fZ +s (2.62)

Uvodenjem nove promenljive:

X =272

jednacina (2.62) svodi se na dobro poznati oblik linearnog modela
Y=a+BX+e

za koji se vrlo lako ocenjuju parametri ,3 ia.

Za svaki konkretan primer procedura pri ocenjivanju se svodi na tri koraka:

a) Transformisanje promenljivih da bi se problem sveo na linearni.

b) Regresira se promenljiva Y u odnosu na novu promenljivu X, tj. ocenjuju se parametri
Bid.

c¢) Vrsi se re-transformacija na staru promenljivu, kada se dobija i stvarni izgled krive.

29



Ekonometrijske metode Linearni statisticki modeli

B) Slucaj nelinearnosti u parametrima
Pretpostavimo funkciju nekog procesa u obliku:
P=LMPN"PY (2.63)

gde promenljive P,M i N predstavljaju promenljive kojima je opisan proces, dok V
predstavlja ¢lan slucajne greske, a a1 B su parametri koje treba oceniti. Za ovaj slucaj
vrlo je pogodno primeniti logaritamsku transformaciju, tj. treba izvrsiti logaritmovanje
obe strane jednacine (2.63), kada se dobija:

InP=InL+BInM+(1-B)InN +InV

odnosno:

InP-InN=InL+B(InM—-InN)+InV

Uvodec¢i smene:

Y=InP-InN
oa=InL
X=InM-InN
e=InV

dobijamo, uz pretpostavku da V ima svoju raspodelu, klasi¢ni model oblika:
Y=a+BX+e

Prednost logaritamske transformacije je Sto tacno predefiniSe parametre u parametre,
odnosno promenljive u promenljive i §to ¢lan greske daje u vidu zbira a ne proizvoda.

2.2.6. Predvidanja

Jedna od osnovnih namena regresionih modela je predvidanje tj. odredivanje vrednosti
zavisne promenljive Y() na osnovu date vrednosti promenljive X(. U slucaju da se data
vrednost nezavisne promenljive X nalazi u intervalu izmedu najmanje Xmin 1 najvece
Xmax observacije tad imamo slucaj interpolacije. U sluc¢aju da je data vrednost X( van
navedenog intervala imamo slucaj ekstrapolacije. Moze se pokazati da se kao najbolja
nepristrasna linearna ocena za Yy dobija

P=a+b® (2.64)
gde su a i b ocene regresionih parametara dobijene metodom najmanjih kvadrata.
Za varijansu V(Y ) se dobija:

V(¥)) = E((¥, ~Y,)") = E((a—a+bX, - X,)")
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odnosno, zamenom odgovarajucih izraza:

1 +(X0—)?)2

V() =0l —+5 (2.65)

Takode se mozZe pokazati da se nivo znacajnosti 1 dobija interval poverenja za ocenjenu
vrednost ¥, tj.:

. X -X)*
Y, +t, i+—( ON )
24N 2

i=1

(2.66)

Razmatrajuci izraz (2.65) za varijansu ocenjene vrednosti Y() se moze zakljuciti da ona
poti¢e od doprinosa varijanse V(a) i varijanse V(b). Isto tako se moze zakljuciti da §to je
tacka X() , u kojoj se vrsi predvidanje, dalja od srednje vrednosti X to ¢e i varijansa biti
veca. Prema tome, moze se u principu zakljuciti, da se interpolacija moze tacnije izvrsiti
od ekstrapolacije. Osim ovog, da kazemo matematickog ograni¢enja na tacnost
ekstrapolacije, treba uvek imati na umu da se regresija ocenjuje na osnovu datog skupa
observacija Y; 1 Xj i da za vrednosti X() jako udaljene od pomenutog skupa observacija,
ocenjena regresija ne mora uopste da vazi.

Nesto drugaciji problem predvidanja je slucaj kad se Zeli oceniti da li par (Yq ,Xq)
pripada linearnom regresionom modelu ocenjenom na osnovu parova observacija {Yj ,Xj
}+. U ovom slucaju se za varijansu dobija:

E((Y,-Y)") = oW (2.67)

gde W oznacava:

Za interval poverenja sa nivoom znac¢ajnosti 1| imamo:

Y, £t,02NW (2.68)
2

Interval poverenja za ocenu prose¢ne vrednosti zavisne promenljive:
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Y, ~tyo, <EY,)<Y, +t,0,

1 (X, -X)
J’_—

N —2
> X -NX

i=1
Interval poverenja za predvidenu vrednost zavisne promenljive:

Y, —-tyoy, <Y, <Y, +t,0y

1 (X, -Xx)
oy, =0, [l+—+—
D> XI-NX

2.3. Linearni regresioni model sa vi§e promenljivih

U ovom delu ¢e se dati generalizacija rezultata dobijenih za slucaj linearne regresije sa
dve promenljive u delu 2.2., a za slu¢aj viSe nezavisnih promenljivih.

Regresioni model koji izrazava vezu izmedu zavisne promenljive Y i k nezavisnih
promenljivih X1 ,X>,..., X} ima opsti oblik:

Y =BX, +B, X+ 4B, X, +g (2.69)
gde je:1=1,2,...,N a N oznacava ukupni broj observacija.

Da bi se zadrzalo prisustvo konstantnog ¢lana standardna pretpostavka u regresionim
modelima oblika (2.69) je da je:

X1i=1;i=12,..N

Linearni regresioni modeli za viSe promenljivih se javljaju uvek kad veéi broj
promenljivih uti¢e na ponasanje neke pojave koja se opisuje kao zavisna promenljiva. Za
ilustraciju, neka Y predstavlja veli¢inu prodaje nekog proizvoda a promenljive Xp 1 X3
oznacavaju troSkove ekonomske propagande i cenu proizvoda, respektivno.

Sistem jednacina (2.69) se moze pogodno prikazati u matricnom obliku kao:
Y=XB+e (2.70)

gde su u skladu sa usvojenom notacijom imamo:
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Y ={1.Y,,.Y} vektor kolona
1 X, X, . X,
1 X X e X
X = - 2 “>1' matrica reda (n x k)
1 X,, X, . X
B=4{B.BB.} vektor kolona
£=1{&,6,,Ey} vektor kolona

2.3.1. Ocenjivanje parametara metodom najmanjih kvadrata

Pretpostavke koje omogucéavaju ocenu nepoznatih parametara J metodom najmanjih
kvadrata su identi¢ne ve¢ navedenim pretpostavkama u slucaju regresije dve promenljive.
Ovde ¢e se ponovo formulisati koriste¢i matricnu notaciju:

1)E(e) =0
2) E(ee") =011,

gde el oznatava transponovani vektor vrstu vektora kolone €, a Iy oznacava kvadratnu
jedini¢énu matricu reda N.

2
& E\E ... E1Ey c...0

E(... | leyey]n)=E(. )= ...

2
Ex EnEre ExEn |y 0..07] .
Primecuje se da pretpostavka 2) obuhvata i konstantnost varijanse, s obzirom da je
varijansa data ¢lanovima na glavnoj dijagonali matrice 6./, a koji su svi jednaki o, , i
¢injenicu da je kovarijansa slucajnih odstupanja identicki jednaka nuli. Naime, svi

elementi gornje matrice koji se nalaze van glavne dijagonale su identicki jednaki nuli.

3)E (x; 1) =0, gde je: x; ={Xj] Xi2 ... XjN}, i=1,2,....k, &ime se izrazava ¢injenica da je
svaka od nezavisnih promenljivih Xij ,1=12,.k;j=12,...N nezavisna od slucajnih
odstupanja €.

4) Matrica X ima rang k < N, §to znaci da ne postoji linearna veza izmedu bilo koje od
nezavisnih promenljivih i da je broj observacija N veci od broja k parametara koji se
ocenjuju.

Ako slede¢i dosadasnju praksu sa Y oznaimo ocenjene vrednosti vektora Y, sa b
ocenjenu vrednost vektora 3 1 sa e ocenjenu vrednost vektora g, tada vazi:

Y=Xb+e Q2.71)
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A

Y =Xb

Ocenjeni vektor b se dobija metodom najmanjih kvadrata minimizacijom kvadratne
forme:

eel = (Y - Xb)T(Y - Xb) (2.72)

Diferenciranjem (2.72) po vektoru parametara b, vode¢i racuna o matricnoj 1 vektorskoj
prirodi svih veli¢ina, dobija se:

T
) _ HxTy 42X Xb=0 (2.73)

odnosno za ocenu b dobijamo:
b=(X"X)"'X"Y (2.74)

jer, na osnovu pretpostavke 4) sledi da je matrica X' X nesingularna te prema tome
postoji njena inverzna matrica (X' X)™" .

Sradunavanje matrice (X' X)™' u sluéaju visoko korelisanih nezavisnih promenljivih

postaje veoma tesko, odnosno sraunate vrednosti za b su nepouzdane. Ova pojave se
naziva multikolinearnost i bi¢e kasnije detaljnije razmatrana.

Na osnovu (2.74) sledi da je:

b=(X"X)"X"(XB+e)

2.75
:B+(XTX)—1XT8 ( )

¢ime se izrazava Cinjenica da se ocena b moze predstaviti kao linearna kombinacija
slucajnih odstupanja €. Drugim recima ako se uvede dodatna pretpostavka da su sluc¢ajna
odstupanja raspodeljena po normalnoj raspodeli sledi da i1 ocena b ima normalnu
raspodelu. Napominje se da su ovo raspodele za viSe nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih.

Za Y =b,+b X, +b,X,, biée:

34



Ekonometrijske metode Linearni statisticki modeli

by=Y-bXi—b,X>

N N N N
2

zxzi leiyi - leixZi ZXZiyi

il il =) =l

bl = N N N
lezizxzzi - (leixzi)z
-1 =l i=1
N N N N
lezizxziyi _leixzizxnyz'
b2 — i=1 i=1 i=1 i=1

N N N

2 2 2
zxu Z Xy — (z X)X, )
i1 il i1

Da je ocena b data izrazom (2.74) i nepristrasna ocena vidimo iz sledeceg:

EbB)=EPR+(X"X)"XT¢)
=EPR)+(X"X)"' XTE(e)
=B

koriste¢i pretpostavku 1).

Matrica varijansi i kovarijansi za vektor ocena b je:

E((b-B)b-B)) = E{[(XTX)1 XTgI(XTX)’1 ng]'}
= E((XTX)‘1 XTegTX(XTX)_l) (2.76)
=(x"x) X E@")x(x"x)'
—o2(x"x)"

Prema tome, varijansa parametra b; je i-ti elemenat aj; na glavnoj dijagonali matrice

(X "X )_1 pomnoZen sa varijansom slu¢ajnih odstupanja o-.

Zak=2:
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__, N __ N N
XfozziJerfoi —2X1X22x11.x2i
v(bo):O_:(__'_ i=1 i=1 i=1 )

N N N
2 2 _( )2
X 2 %0 X1 X
=1 =l i=1

v(b)) = (732

S 2
Z'XZi
i=1
N N N
sz X3 —(Zx x,.)
1i 2i 1i7v2i
i=1 i=l1 i=l1

V(bz) = O-ez N =

N N

2 2 2
zxu X _(leiXZi)
i1 il i=1

Varijansa slucajnih odstupanja € se ocenjuje kao:

T
5 e'e

o, =
N -k

s obzirom da k normalnih jedna¢ina smanjuje broj stepena slobode na (N-k).

Za k=2, bilo bi:

N N N
Zyiz - b, Z'xliyi _bZZ'xZiyi
i=1 i=1

O_2 — i+l

¢ N—(k+1)

_ 2
O-e - \lo-e

gde je o, standardna greSka regresije.

2.3.2. Korelaciona matrica

Generalizacijom izraza dobijenog za koeficijent determinacije u slu€aju dve promenljive,
dobija se:

N
S
= 2.77)
y!
i=1

2
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N N
Broj stepeni slobode sume Zef iznosi: (N-k) dok je broj stepeni slobode sume z y!
i=1 i=1

jednak (N-1).

Zak=2:

N N
b, leiyi +b, ZXZ[.V[
= =

2
rc =

U opstem slucaju ovo moze da unese proizvoljnost u poredenju nekoliko regresija sa
razli¢itim stepenima slobode. Zbog toga se koristi takozvani podeSeni koeficijent
determinacije:

N-1

P2 =1-(1-r) —— 2.78
A (2.78)
azak=2:
72:1_(1_”2.L
N —(k+1)

Kvadratni koren iz koeficijenta determinacije se naziva koeficijent visestruke korelacije.
Ako se sracunaju sve proste korelacije izmedu promenljivih

Y.X1,X2,...Xk a na osnovu izraza (2.48) 1 uredimo ih u matricnu formu dobijamo
takozvanu korelacionu matricu:

" s Nk

r, F 7

2 T 2k
R =

o Tio P

gde Tjj ,] =2,3,....k oznacava korelaciju Y i Xj ,rij=1lzai1=12,.ki rij» 1=2,...k =
2,....k je koeficijenat korelacije izmedu nezavisnih promenljivih Xj 1 Xj.

Parcijalni koeficijenat korelacije Y sa promenljivom X se definiSe kao:

Ry (2.80)

Nia, itk = _m
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gde su Rjj odgovarajuci kofaktori matrice (2.79). Parcijalni koeficijenat korelacije je
mera linearne veze Y i i-te nezavisne promenljive X;j , pretpostavljaju¢i da se ostale
nezavisne promenljive odrzavaju fiksnim.

2.3.3. Statisticki testovi

Statistic¢ki testovi kod linearne regresije sa vise promenljivih se izvode na identi¢an nacin
kao 1 u slucaju linearne regresije sa dve promenljive.

Test znacajnosti ocenjenih vrednosti parametara b;j se izvodi na osnovu pretpostavke da
greSka e ima normalnu raspodelu pored ve¢ uvedenih pretpostavki. Kompaktni zapis ovih
pretpostavki je:

e:N(0,621,)
Dakle, b; ima raspodelu:

b:N(B,.ca,)

Veli¢ina:

(2.81)

gde ajj kao 1 dosad oznacava i-ti elemenat na glavnoj dijagonali matrice (XTX)-1, sledi t
- raspodelu.

Hy:p, =0 H,:p,=0
H :p#0 H :p,#0
b, b,

Iy, Iy
(b)) \VVv(by)

Hipoteza da je neki regresioni parametar fj jednak nuli tj. da nezavisna promenljiva Xj
ne uti¢e na zavisnu promenljivu Y, se moze testirati sraCunavanjem izraza (2.81) za B; =
0 sa daljim zaklju€ivanjem identi¢nim onom iznetom u delu 2.2.4.

t= =

I ostali statisticki testovi diskutovani u delu 2.2.4. se generiSu na analogan nacin i
primenjuju u slucaju linearne regresije sa vise promenljivih.

S obzirom na definiciju koeficijenta determinacije, "objaSnjena" suma kvadrata se moZze
izraziti kao:

bXTy = yTyr2
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a "neobjasnjena" suma kvadrata kao:
e'e=y"yr?

Tada veli¢ina

Fo k=1

N -k

sledi F - raspodelu sa (k-1,N-k) stepeni slobode i koristi se analogno u delu 2.2.5.

Izvor varijacija Suma kvadrata Broj step. slobode Srednja vrednost
X9, X3,.... XK bXTy k-1 bXTy / (k-1
e eTe N-k eTe / (N-k)
Total yly N-1
2.3.4. Predvidanje

Pretpostavimo da zelimo da odredimo o¢ekivanu vrednost za promenljivu Y asociranu sa
skupom vrednosti X, koji nije u skupu observacija koji definiSe regresioni model tj.:

Xo=1l X20 X30- Xk0;

Najbolji nepristrasni prediktor za odgovarajucu vrednost Y je:
P=x,B

Varijansa ove predikcije je:
V(¥,) =X, (X" X)" X,

Sli¢no kao u delu 2.2.7. interval poverenja za dati nivo znacajnosti n za predikciju Y je:

Y, t1,0,4 X (X" X)X,

2

Analogno delu 2.2.7. ukoliko se Zeli proveriti da li par vrednosti (Y, ,X) pripada datom
regresionom modelu, sracunava se ocena Y 1 sraCunava veli¢ina:
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A

Yo_Yo

[ =
1
o, 1+ X (X" X)"X,)2

1 ako sracunata vrednost za t prevazilazi neku unapred odredenu vrednost za dati nivo
znacajnosti, tad se zakljucuje da par vrednosti (Y ,X,) pripada nekoj drugoj strukturi.

2.4. Veibe

1) Pokazati da u regresiji dve promenljive, regresija Y na X je razli€ita od regresije X na
Y, u opStem slucaju. Objasniti zbog cega nastaje razlika i putem koje regresije je
ocenjivanje bolje.

2) U sledecoj tabeli je data zavisnost traznje nekog proizvoda od cene:

Q 12 10 13 11,5 12 13 12 12 13 13,5 14 13,5 14,5

P 0,54 0,51 049 049 048 048 048 047 044 043 042 041 0,40

Oceniti parametre regresije:
Q= aPBe

diskutovati znaCenje koeficijenata o 1 [3; testirati i objasniti ekonomsko znacenje hipoteze

B=0.

3) Pokazati da ako se za korelacioni koeficijenat N parova (Xj,Y;) dobije vrednost r tada
se ova ista vrednost dobija 1 za korelacioni koeficijenat N parova (aXj + b, cY; + d), gde
su a, b, ¢ 1 d konstante.

4) Dat je uzorak od 20 observacija koji daje slede¢e vrednosti:

20 20 20
DY, =219 X, =186,2;) (X - X)(Y-Y)=106,4;

i=1 i=1 i=1

20 20
D(X-X) =869 (Y-Y)* =215

i=1 i=1
Oceniti parametre o 1 B u linearnoj regresiji:
Y=a+BX+e

kao 1 odgovarajuce varijanse i intervale poverenja 95%. Takode oceniti predikciju srednje
vrednosti za Y() kad je Xy = 10 1 naci njen 95% interval poverenja.
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5) U ekonometrijskim studijama Cesto je moguce koristiti apriorna znanja o vrednostima
nekih parametara regresije. Posmatrajmo linearni model:

Y=01 +B2Xp2+P3X3+e

Oceniti parametre b gornjeg modela uz pretpostavku da vaze sledeci uslovi:

a) B1 =0ap
b) By =a
©)PB1 =B2

6) Dat je uzorak od 89 observacija koji daje sledece vrednosti:
Y =58X,=2,9;X,=3,9

89 89 89
D (Y-Y) =113,6,) (X, - X,)’ =50,5 D (X, - X;)* =967,1

i=1 i=1 i=1

i(Y—?)(X2 -X,))= 36,8;§(Y—7)(X3 - X;)=39,1

i=1 i=1

i(XZ _)_(2)()(3 _)?3) =-66,2

i=1

Oceniti parametre linearnog regresionog modela koji povezuje gornje promenljive.
Formirati tabelu analize varijacija i1 razmotriti smanjenje ukupne sume kvadrata
regresijom prvo samo na Xp a potom 1 zajedno na Xy 1 X3 .
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